11. TERMOMECHANIKAI FELADATOK VEGESELEM MEGOLDASA
A V,m

A termodinamika I. fotételének integral alakja a V térfogati (m tomegii) és A feliiletli testre:

a Iudm = IF-~AdV+ Irdm —Iﬁ' dA ,
dt = = -
(m) v) (m) ™ FdA
atest belsé a belsd erdk a héforrasok a test v(k[]ls B)

energigja  teljesitménye (hd)teljesitménye feluletén atfoly6
héaramok (hé)teljesitménye
ahol U - egységnyi tomegben felhalmozott bels6 energia,

F - a fesziiltségi tenzor (a testben ébred§ fesziiltség),

=A - a test alakvaltozasi tenzoranak (alakvaltozasanak) id6 szerinti elsé derivaltja,
I - egységnyi id6 alatt egységnyi tomegben keletkezett h (skalar mennyiség),

h - egységnyi id6 alatt egységnyi feliileten ataramlott hd (vektor mennyiség),
N - atest A feliiletének kifelé mutatd normalis egységvektora,
t -azidé.

Ezek a mennyiségek altalaban a helynek és az idonek is fiiggvényei:
u=u(r,t), E=F(r,t), A=A(rt), r=r(Ft), h=h(rt), fi=n(r).

Tovabba: dA - az elemi feliilet, dV - az elemi térfogat,
dm - az elemi témeg (dm = p dV , ahol p - az anyag tomegsiiriisége).

A termodinamika 1. f6tételének differencialis alakja a Gauss-Osztrogradszkij-tétel alkalmazasaval az integral
alakbol kaphato, feltételezve hogy a vizsgalt test tomege nem valtozik meg:

Upzi--=A+rp—ﬁ-V,

U - atest egységnyi tomegére jutd belsé energiajanak (héenergiatalakvaltozasi energia) id6 szerinti megvalto-
zasa,
F --A - atestben fellépd belso erdk fajlagos (egységnyi térfogatra juto) teljesitménye.

Az 1. f6tételbol kovetkezik, hogy a mechanikai és a hétani allapotok nem fiiggetlenek egymastol (csatolt vagy
kapcsolt feladat).

Ha a mechanikai és hdenergia valtozasok azonos nagysagrendiiek, akkor a mechanikai és a hétani feladatot
egyiittesen/egyidejiileg kell megoldani, pl.: melegalakitasi folyamatok.

Ha viszont az alakvaltozasi energia valtozasa sokkal kisebb, mint a hdenergia valtozas, akkor a hétani és me-
chanikai feladat szétvalaszthat6. Ebben az esetben a mechanikai feladat megoldasa csak elhanyagolhaté mérték-
ben befolyasolja a hdtani feladat megoldasat, azonban a hétani feladat megoldasa hatassal van a mechanikai
feladatra. Ezért az ilyen feladat két 1épésben olhaté meg:

1. A (tisztan) hétani feladat megoldésa, amelynek eredménye a T (X, Y, Z,t) hémérsékletmezo.

2. A test kezdeti homérseklet eloszlasdhoz képest megvaltozott T (X, Y, Z,t) homérsékletmezd hatasara a testben

héfesziiltségek / hé alakvaltozasok 1épnek fel, amelyek a mechanikai feladat h6hatasokkal kiegészitett egyen-
letei segitségével hatarozhatoak meg.
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Ez a megoldas nagyon sok esetben (az esetek tobbségében) alkalmazhatd. A kovetkezoekben az 1. 1épést, a
hémérsékletmezé meghatarozasat vizsgaljuk meg részletesen.

11.1. A hétani feladat megfogalmazasa
Definiciok:

Hévezetés (kondukcio):  a vizsgalt test anyagi részecskéi nyugalomban vannak. Pl.: szilard halmazallapott
testek.

Hédaramlas (konvekcio):  a vizsgalt test anyagi részecskéi nincsenek nyugalomban, a héatadas anyagaramlas-
sal torténik. PI.: folyadékok, gazok.
A hovezetési folyamatoknal vizsgalt szilard halmazallapoti testek sokszor folyadékokkal vagy gazokkal
érintkeznek, ezért a feladat peremfeltételeit ki kell egésziteni egy hoatadasi/konvektiv taggal.
Pl.: Egy felhevitett, és lehiilésben levo test mellett aramlo levego elszallitja a hdenergiat.
Hésugarzas: a testbol elektromagneses sugarzas formajaban tavozo ho.
A Fourier® (furié)-féle hévezetési torvény:
h=-A-(VT)=—-A-gradT,

ahol T =T(x,y,z,t) - a hdmérsékletmezs,

A=A(X,Y,2) - ahbvezetési tényezok tenzora. (Ha a vizsgalt anyag homogén, akkor A tenzor nem fiigg

a helytal).
0

V= x € +%éy + 8252 - Hamilton? (hemilton)-féle differencial operator/nabla operator.
X z

Ha a vizsgalt anyag a hovezetés szempontjabdl ortortop, és a hévezetési féiranyok egybeesnek a koordinata-
rendszer X, y és z tengelyeivel, akkor

A4 0 0
[A]=| 0 2, o,
bl 10 0 2

ahol 4., 4, és 4, az X,y és z irdnyban a h6vezetési tényezok.

Ha az anyag a h6vezetés szempontjabol izotrop, akkor A=24, =4, =4,, vagyis A=AE.
Ebben az dsszefliggésben 4 a hdvezetési tenyezd, E pedig az egységtenzor.

Tétel: a h6 mindig a melegebb helyrél a hidegebb helyre aramlik. (A hétan I1. f6tételének kovetkezménye.)
ﬁ:—zxa—Téx —;Lya—Téy —ﬂ.za—T;
OX oy oz
Hétani feladat: Az alakvaltozasi energia megvaltozasa sokkal kisebb mint a héenergia megvaltozasa.

Ekkor a termodinamika I. fétételében eltiinik az alakvaltozasi energiavaltozast tartalmazo tag:

up = rp - h-v
egységnyi térfogat egységnyi  az egységnyi
bels6 energia térfogat  térfogat felllletén
valtozasa héforrasa  ataramlo hé

11.2. A stacionarius hovezetési feladat megoldasa

Definicio: Egy hovezetési feladat stacionarius, ha a kialakuld / meghatarozandé hémérsékletmez6 idében al-
lando.

! Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus és fizikus.
2 William Rowan Hamilton (1805-1865) ir fizikus és matematikus.
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Ha a test egyes pontjaiban nem valtozik a T (X, y,z) homérséklet, akkor az egységnyi térfogatban tarolt (fajla-
gos) héenergia is kozel allandd marad és az 1. f6tételben igy mar csak két tag marad meg:

Uup=0 = ~V-h+rp=0

Behelyettesitve a Fourier-féle h6vezetési torvényt:

v.ﬁz_é(gxgj_ﬁ 2 a _ﬁ(ﬂzﬁj,
ox\U“ox) eyl Yoy ) e\ "oz

az |. fétételbol megkapjuk a hovezetés Fourier-féle differencial egyenletét stacionarius esetre:

g(ﬂxﬂ)+i ﬁyﬁ +£(/12gj+rp=0.
OX ox ) oy oy ) oz 0z

Peremfeltételek:
- Homérsékleti: atestazon A, feliilletén, ahol a hémérséklet ismert
T(xy.2), =To(xy.2) - elirtismert érték.
- Héaramlasi: atestazon A, feliiletén, ahol a h hé4ram-vektor (héfluxus) ismert
h, :—ﬁ-/\-(VT):—AXa—TnX —iya—Tny -2, a—TnZ
= oy oz

- a feliiletre merdleges i irany héaram/fluxus.

To(x.¥.2) é § § ; h, (x.y.2)

T (X Y,2)

; é %:%z;ﬂﬁj' hs (x,y,2)

Az A és A felilletekre fennallnak az A U A, = A és A (A, =0 feltételek.

Analdgia a rugalmassagtani feladattal:
- a hdmérsékleti peremfeltétel = a megtamasztas (kinematikai peremfeltétel),
- a héaramlasi peremfeltétel =  a feliileti terhelés (dinamikai peremfeltétel).
- Héatadasi/konvekcios: atestnek azon az A, — A, feliiletén, ahol a y hdatadasi tényezd ismert
he=—x(T —T,)., ahol y és T, ismert/el6irt mennyiség.
T, - kornyezeti hdmérséklet (hdmérséklet a testtdl elég tavol),
T=T (X, Y, Z) a keresett hdmérsékletmezo.

- Hosugarzasi: a testnek azon az Ay — A, feliiletén, ahol a ¥ hdsugarzasi tényezd ismert
hy =—xc(T* =T ) ==« (T2 + T T + T T2+ T2 )(T =T, ) =—&(T)(T - T,),
ahol k¥ és T, ismert/eléirt mennyiség (T, -a kornyezet hdmérséklete) és
T =T(x,Y,z) akeresett hémérsékletmezo.

Analogia a rugalmassagtani feladattal:
a hoatadasi és hosugarzasi peremfeltétel — arugalmas agyazastterhelés.
Az egyes mennyiségek mértékegysege:
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a3 [ w
A - hévezetési tényezo = )
msC® | | mC°

- héatadasi/konvekceios tényezd J } E[ w } ,

| m?sC° | | m*C°
Kk - hésugarzasi tényez6 ) _| W
m*sC® | | m*C® |’

rp - térfogati h6forras-siriiség { ‘]3 }E[W/mﬂ,
m-S

JZJE[W/mZ}.

h, - feliileti héaramsiiriség {
m

A feladat varidcios megfogalmazdsa:
A virtualis hdmérsékletek elve. (Analogia: virtualis munka elve)

j(aD )ADdV j5Trpdv jaThdA jaTZT ~T()dA— [ STx(T -T,)dA,
v) (A)

a
OX
aT

.....

ahol D, = , o1 ahOémérsékletmez6 variacodja, o D, pedig a hémérsékletmezo gradiensének variacidja.

E%
aT
Loz |
Az ismeretlen (keresett) a T =T (X, Y, z) hémérsékletmezd.

Végeselem diszkretizacio (felbontdas):

A vizsgalt test V térfogatat véges szamu elemre bontjuk ésa T (X, Y, Z) mez06t elemenként kozelitjiik.

Izoparametrikus kozelités (lasd 5. fejezet): “(&m<) i G (&n.d)T, 5 (&m.¢) le
= N) (N
N - azelem csomo6pontjainak szama,
Gf (&,7,¢) - approximacios fliggvények,

T.° - az e jelii elem i csomdpontjaban a hémérséklet.

A szokasos eljaras utén az e jelii elem végeselem egyenlete: K°T® = f°

T
Az egyenletrendszerben ismeretlenek a csomoponti hdmérsékletek: (le) =T, T, - Ty].
Itt egy csomoponthoz egy skalaris paramétert, a csomdponti hdmérsékletet rendeljiik.

Analodgia a rugalmassagtani feladattal: csomoponti elmozdulas = csomoéponti homérséklet.

Hovezetési matrix:
e oG e 0G* e 0G*®
Ki= |4 %, L+ A, ST S et
) OX OX oy oy 07 oz

a feluleti a feluleti
hoéataddsbol  hésugarzasbol
szarmazé szarmazo

hc'ivgzzg:tési mAtrix 1ész
Analdgia: rugalmas agyazas

Analodgia: merevségi matrix

Csomdponti héaramvektor:
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fe= [Grpadv + [ Gh, dA + j 2GT dA  + j xGT, dA
Ay

(v°)
%/—/ .%/"—./
héforrasbol/hdnyelésbél ismert feltileti hoatadas1/konvekc1os hosugarzasbol szarmaz0
szarmaz6 csomoponti héaramlasbol szarmazo csomoponti héaram- csomaponti
héiramvektor csomoponti héaramvektor vektor héaramvektor

Analdgia: terhelési vektor.

Az elemek (kozelitd homérsékletmez6) Gsszeillesztése ugyanigy torténik, mint a rugalmassagtani feladatok-
nal:

YK, YK, . YK . |2

ecll ecl? eclj eel =1
K¢ fe

z =21 Z =22 Z =2,j Z —2

ee2l ee€2,2 ee2] eel —

=
[

=
I

Zﬁlel Z£T2 Z:IJ zf

eeil eei,2 eei,j eei

A staciondrius hétani probléma végeselem alapegyenlete:

KT= f - linearis algebrai egyenletrendszer a T, csomodponti hdmérsékletekre.

T' = [T1 T, ... TM] - csomoponti hdmérsékleti vektor,
M - a feladat csomdpontjainak szama.

Az egyenletrendszer a homérsékleti peremfeltételek figyelembevétele utan a csomoponti homérsékletekre
megoldhato.

11.3. Az instacionarius hévezetési feladat megoldasa
Definicio: Egy hovezetési feladat instacionarius, ha a kialakuld / meghatarozandd homérsékletmez6 idében
valtozik.

Ha a héaramok és ezzel egyiitt a hdmérsékletmezd idében valtozik, akkor figyelembe kell venni, hogy a ho
egy részEt az anyag tarolja (a megvaltozott hdmérséklet révén). Ebbdl kovetkezéen modosul a hévezetési dif-
ferencialegyenlet és a peremfeltételek id6tol fliggdek lesznek.

A hévezetés Fourier-féle differencial egyenlete instacionarius esetre:

0 oT 8 oT 8 oT oT
—| A — Ay —|+—|A4—|trp=pC—,
OX OX ay Yoy az oz ot

u

ahol p - tomegstriiség [kg/mﬂ,

C - fajh6 (fajlagos hétarold képességi tényezb) {ngC" } :

Peremfeltételek:




-az felileten T (X, Y, Z,t) =T, (X, Y, Z,t) - ismert érték,

(A)
-az (Aj) feliileten —A-VT =h, (X, Y, Z,t) - héaram/fluxus (ismert érték),
-az (A,) felileten —A(T —T,)=h (xy,2,t) - hdatadas,

-az (A) felileten —&(T —T,)=hs(X,Y,2,t) - hésugarzas.

Kezdeti feltétel: -a t=t, idOpillanatban T (X, Y, z,to) =T (x, Y, z) - adott/ismert mez6.

A feladat variacios megfogalmazasa:

j(agI)AQTdvﬂpcﬂa—Tdvz [oTrpdv— [ 6ThdA- [ &T x(T-T,)dA- [ 6T #(T -T,)dA.
N ) r W (A) (A) ()

Az Osszefiiggésben az alahuzott tag jelenti a stacionarius esettdl valo eltérést.

Végeselemes kozelités (elemenként): T°(&,1,¢,t)= in (EmO)TE()=A(&m )T (1),
(

= (1xN) Nx1)
Itta T;°(t) csomoponti hémérsekletek fiiggenek az id6tol.
Az e jelii elem végeselem egyenlete: gf +K T +=1°,

Az elem hétdrolasi/hdkapacitasi matrixa: Ci= I pCGGlaV .

(ve)
22:1 zgjz Z:l

eell eel2 eel,j
S I8 - 38
=21 =22 =2]j

’ oy , . L, . ee2l ee2,2 ee2,j
Az egész rendszer hétarolasi matrixa: C = .

g?l Z:IZ z:q

eeil eei,2 eei,j

Az instacionarius hdtani probléma végeselem alapegyenlete: CT +KT=f.
Kozonséges elsérendi differencialegyenlet-rendszer a l(t) csomoponti hdmérsékletekre nézve.

A differencidalegyenlet-rendszer iddintegralasa:
At

< > Feltételezés:
— A T (t) homérséklet a At idGintervallumban linearisan valtozik.
/ Azid6 a 0< B <1 paraméter fiiggvénye:
T Tia t=t(B)=t +BAt=t +B(t, —t)=(1- Bt + ...
: t
1:i ti+ g
LAt 1
. . . T
A csoméponti hémérsékletek a t idépillanatban: T=T(p)=T +=2=" L.—L =H_=LBAt=(1-B)T + T .
fo—f

A héaram vektor a t idépillanatban:  f = f (ﬂ) = f += =L gAt= (1 ,B) f +ﬂf

= = =i+l
A csomoponti homérsékletek id6 szerinti differencialhanyadosat kozelitéleg differenciahanyadossal helyette-
sitjiik:
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A differencialegyenlet-rendszer: CT +KT = f .

T -T
Behelyettesitve a differencialegyenlet-rendszerbe: C =H1At =t 4 ﬁ[(l— BT +pT. J =(1-p)f +pf
= =l =+ =i =i+l
Atrendezve rekurzios osszefiiggést kapunk:

[craupk]r, ~[c-ata-pKIn+a@-p)f <A1 |

=i+l

1>

f —ismert
=i

Ebbdl a linearis algebrai egyenletrendszerbéla T, ismeretébena T, csomoponti homérsékletek meghataroz-
hatok.

Az integrélas inditasa (kezdeti feltétel): t=t,: T _=T(t=t))
=

A rekurzios Osszefiiggés: ET =f

i =|+1 -
Az integralas stabilitasa:
0< £ <0,5 - az eljaras feltételesen stabil,

0,5< B <1 - az eljaras feltétel nélkiil stabil,

£ =05 -trapéz formula, masodrendben pontos ¢és feltétel nélkiil stabil, ennek ellenére oszcillaciok felléphet-
nek a megoldasban.
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